Cadre : E est un K-ev de dimension finie. u € L(FE) est identifié a sa
matrice dans une base appropriée.

I Diagonalisation

1) Eléments propres

Définition 1. Soit A € K, le scalaire A est appelée valeur propre de u s’il
existe z € E \ {0} tel que u(z) = Az. On dit alors que z est un vecteur
propre de u associé a .

On appelle spectre de u, noté Sp(u), ’ensemble des valeurs propres de u.

Remarque 2. (i) 0 est valeur propre de u ssi Keru # {0}.

(i) Pour A € M, (K), on dit que X € K" est vecteur propre de A as-
socié a la valeur propre A € K. On note également Sp(A) le spectre
de A. Si A est la matrice d’un endomorphisme u, Sp(u) = Sp(A).

Définition 3. Soit A une valeur propre de u. On définit E par :
E) ={z € E|u(z) = Az} = Ker(u — A dg)

E) est un sous-espace vectoriel de E stable par u, appelé sous-espace
propre de u associé a la valeur propre A.

Proposition 4. Soient \i,..., A\ des valeurs propres distinctes de u,

alors les sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.

2) Polyndéme annulateur, polynéme minimal

p .
Définition 5. Soit P(X) = > a; X" € K[X].
i=0
Pour tout f € L(E), on note :

P(f)=) aif € L(E)on ff=fo...of
i—0 N—————

k fois

Pour tout A € M,,(K), on note :

P(A) = zp:aiAi € M, (K)

=0

Définition 6. L’application suivante est un morphisme de K-algebre :

ou: | K[IX] — L(E)
X — U

On note K[u] son image.

Remarque 7. Comme K[X] est une algébre commutative, K[u] aussi.

Théoréme 8 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = P;... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre eux deuz d deuzx, alors :

k
Ker P(f) = @KerPi(f)
i=1
Proposition 9. Si f € L(E) et A € K, alors A € Sp(f) < m¢(A) = 0.

3) Polyndéme caractéristique

Définition 10. Soit A € M, (K). On appelle polynéme caractéristique
de A le polynome de K[X] défini par :

Xa(X) = det(A - XI,,)

(i) xa(0) =det A
(ii) Une matrice a méme polyndme caractéristique que a transposée.

Remarque 11.

(iii) Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
Exemple 12. Si A= (12), alors xa(X) = X? —5X — 2.

Définition 13. Soit u € L£(E). On appelle polynéme caractéristique de
u le polyndéme caractéristique de la matrice de u, on le note x,.

Proposition 14. \ est valeur propre de u ssi x,(\) = 0.
Remarque 15. Soit A € M,,(K). On peut écrire :

Xa(X) =) BiX" ot fy = (—1)"det A, By = —trA, B, =1
=0

Proposition 16. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f) = 0.
Si A est valeur propre de f, alors P(\) = 0.

Remarque 17. xy et m; ont les mémes racines.

Exemple 18. (i) Si f est nilpotent d’ordre n, mp(X) = X™ = xf(X).
(it) Si f est Uapplication nulle, m¢(X) = X et x5(X) = X".

Théoréme 19 (Cayley-Hamilton). Pour f € L(E), xs(f) =0.

91U UOISUSWIP Ud so[qesijeuoSerp sowsiydiowiopur - GGT



4) Diagonalisabilité et critéres de diagonalisabilité

Définition 20. Un endomorphisme est dit diagonalisable s’il existe une
base dans laquelle sa matrice est diagonale. Une matrice est diagonalisable
si ’endomorphisme associé est diagonalisable.

Remarque 21. Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, elle
est semblable & une matrice diagonale.
Théoréme 22. Soit u € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable
(ii) Il existe une base de E formés de vecteurs propres de u.

(iti) E est somme directe des espaces propres de u.

Théoréme 23. Soitu € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable
(ii) X est scindé d racines simples sur K.
(iii) 1l existe P € K[X]\ {0} scindé a racines simples tel que P(u) = 0.
Corollaire 24. Si u est diagonalisable, alors pour tout sous-espace V' de

E stable par u, l'endomorphisme induit uly € L(V) est diagonalisable.

Application 25. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
st, il admet un polynome annulateur scindé da racines simples sur K.

Théoréme 26. u est diagonalisable si, et seulement si, x, est scindé et
la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension de [’espace
propre associé.

II Résultats de diagonalisabilité

1) Codiagonalisabilité
Proposition 27. Soient u,v € L(E) tels que uov = v ou, alors :
(i) Tout sous-espace propre de u est stable par v.
(i) Imu est stable par v.
Théoréme 28. Soient u,v € L(E) diagonalisables tels que uov = vou,

alors il existe une base commune de diagonalisation de u et v. On dit que
u et v sont codiagonalisables.

Application 29. GL,(R) et GL,,(R) sont isomorphes en tant que
groupes si, et seulement si, n = m.

2) Endomorphisme symétrique

Définition 30. Soit E un espace euclidien, et soit u € L(F) autoadjoint,
alors u est un endomorphisme symétrique. On note S(E) ’ensemble des
endomorphismes sur E symétriques, et S,(R) l'ensemble des matrices
symétriques réelles. On a M € S, (R) < ‘M = M.

Théoréme 31. u € S(E) est diagonalisable dans une base orthogonale.

Remarque 32. Le résultat est fauzr dans S, (C).
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Exemple 33. Pour M = 32;'
§2 1
diagonalisable, M serait nulle. M

=

, on a M?> = 0. Donc si M était

[N

J

3

‘est donc pas diagonalisable.

3) Corps finis

Théoréme 34. Soit Fy un corps fini de cardinal q, E un F;-espace vec-
toriel et u € L(E). u est diagonalisable si, et seulement si, X9 — X est
un polynome annulateur de u.

IIT Applications

1) Résolution de systémes linéaires

Théoréme 35. Soit M € M, (K) diagonalisable, alors M* = PD*P~1.

CoA (1 -1 k_ 2x2k -3 2k 3k
Exemple 36. Si A = (2 1 ), alors A" = (—2><2"+2><3"’ ok ok )

Application 37. Systéme linéaire de suites récurrentes :

A Upar = up —vp ug = 2 Up =3 x 271 — 4 x 37
Sz{vn+1:2un—|—4vn Et{v 1 alors{vn:—3><2"+4><3" ’

Application 38. Systeme différentiel linéaire a coefficients constants :

de __ 2t 3t
) Sr=r—y xz = Chie”* + Cae
Si { By _ 9yt 4y alors { Y = Cre?t — Cyed -
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2) Décomposition de Dunford

Proposition 39. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur
de f. Soit F' = M --- Mg la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polynéme F. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

mEzém

(ii) Pour tout i, la projection sur N; parallélement d @ Nj est un po-
JF£i
lynome en f.

Théoréme 40 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(i) f=d+n etn et d commutent

De plus, d et n sont des polynomes en f
Application 41. Soit A € M, (K) tel que xa est scindé sur K. Soit
A =D+ N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-

ford de e? est donnée par et = eP + P (eN — I,,) avec eP diagonalisable
et eP(eN — I) nilpotente.

3) Réduction des endomorphismes normaux

Soit u € L(F) un endomorphisme normal.

Lemme 42. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F
et F- sont stables par u et u*.

Lemme 43. Supposons que n = 2. Alors :

(i) Siu a une valeur propre réelle, u est diagonalisable dans une base
orthonormée.

(it) Siu n’a pas de valeur propre réelle, la matrice de u dans une base

orthonormée est de la forme (‘g ;b).

Théoréme 44. Il existe une base orthonormée B de E telle que :

AL

Matg (u) = -

Ts

by ak

oun=r+2s, A1,..., A\ ER et 1, = (a’C _b"') € My(R) pour k € [1, s].

Développements

— Décomposition de Dunford (39,40) [Gou]

— Réduction des endomorphismes normaux (42,43,44) [Gou]

Références

[Gou] Xavier Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e edition
[CG] Philippe Caldero and Jérome Germoni. Histoires Hédonistes de
Groupes et de Géométries 1. Calvage et Mounet

[ ] Vincent Beck, Jérome Malick, and Gabriel Peyré. Objectif Agré-
gation

91U UOISUSWIP Ud so[qesijeuoSerp sowsiydiowiopur - GGT



	155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

